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M. Milgrom y J.Bekenstein crearon en 1983 una propuesta alternativa a la hipótesis de la materia
oscura, para dar solución al problema de las curvas de rotaciń galácticas. La formulaciń alternati-
va, que se ha denominado MOND (Dinámica Modificada de Newton), se estructuró teóricamente
con una versión relativista llamada TeVeS (Tensor Vector Escalar), la cual introdujo tres campos:
uno de carácter tensorial, otro vectorial y uno de naturaleza escalar. ésta pretende ser una teorı́a
gravitacional que obtenga los mismos aciertos que la Teorı́a de la Relatividad.
Se analizó cómo la teorı́a MOND y TeVeS concuerda con fenómenos observados en el Sistema So-
lar, tales como el problema de los dos cuerpos y el corrimiento del perihelio planetario. Hecho este
planteamiento se realizó un análisis del comportamiento de MOND con un potencial modificado
en la ecuación de movimiento en un sistema de dos masas. Se desarrolló una descripción de la
teorı́a TeVeS y una de sus antecesoras Teorı́a de Brans-Dicke, reduciéndolas a una teorı́a de campo
débil, y encontrando el corrimiento del perihelio del planeta Mercurio, el cual para la Teorı́a de
Brans-Dicke, supera al correspondiente de la Relatividad General por un valor de ±0,08rad/orb
y para TeVeS el valor adicional es del orden de 10−20rad/orb.
Palabras clave: (Teorı́a de Brans-Dicke, Dinámica Modificada, teorı́as TeVeS, campo débil, corrimien-
to del perihelio planetario).
Abstract
M. Milgrom and J.Bekenstein created in 1983 as an alternative to the hypothesis of dark mat-
ter proposed to solve the problem of galactic rotation curves . The alternative formulation, which
has been called MOND (Modified Newtonian Dynamics), was structured theory with a relativistic
version called TeVeS ( Tensor Vector Scalar) , which introduced three fields: one of tensorial cha-
racter , one vector and one scalar nature . This is intended as a gravitational theory for the same
successes that the Theory of Relativity.
We analyzed how MOND and TeVeS theory is consistent with phenomena observed in the solar
system, such as the problem of two bodies and the shifting of the planetary perihelion. Made this
approach an analysis of the behavior of MOND with a modified equation of motion in a two- mass
potential is realized. A description of the TeVeS theory and one of its predecessors Brans-Dicke
theory, reducing them to a theory of weak field was developed, and finding the shift of the perihe-
lion of Mercury, which for the Brans-Dicke theory, exceeds the corresponding General Relativity
worth 0,08rad/orb and TeVeS additional value is the order of 10−20rad/orb . .
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2.2. Aproximación de campo débil en Teorı́a de Brans-Dicke . . . . . . . . . . . . . . 30
2.3. Corrimiento del perihelio del planeta Mercurio en Teorı́a de Brans-Dicke . . . . . 32
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Introducción
Las primeras ideas relacionadas con teorı́as alternativas a la gravitación se desarrollaron principal-
mente a partir de los conceptos de movimiento relativo de los cuerpos y del espacio fı́sico absoluto.
En la mecánica clásica las teorı́as newtonianas incorporan estos dos conceptos como fundamento
para la generación de sus principios y leyes. Sin embargo, objeciones filosóficas surgieron sobre
estos conceptos. Mach fue el primero en intentar dar una nueva interpretación fı́sica a estas ideas,
postulando que las fuerzas inerciales de cualquier sistema son el resultado de las interacciones de
la partı́cula o el sistema con el resto del Universo, es decir las partı́culas existentes en el universo
genera algún tipo de interacción con todas las demás partı́culas.
Aunque Einstein reconoce el principio de Mach, en su teorı́a, éste no es relacionado exactamente
como principio en los postulados de la teorı́a, aun ası́ el principio de Mach ha estado presente en
otras teorı́as, una de ellas, es la Teorı́a de Dirac en donde se trata de anexar este principio en fun-
ción del cambio de la constante gravitacional newtoniana a una constante gravitacional dinámica.
Otras teorı́as como las diseñadas por Fierz, Sciama, Whitrow y Randall, entre otros, trataron de
incorporar las teorı́as gravitacionales a campos escalares pero en general, cuando son comparadas
con la elegancia matemática y el poder predictivo de la Relatividad General, estos formalismos no
tienen la acogida cientı́fica necesaria.
Algunas otras opciones fueron desarrolladas con la idea de unificar el campo escalar con el elec-
tromagnetismo, asociadas a los nombres de Kaluza y Klein. Poco tiempo después, Robert Dicke y
Carl Brans describieron la primera teorı́a relativista de campo basada en la existencia de un campo
escalar en un espacio-tiempo Riemanniano. Esta teorı́a a podido resistir más de cuarenta años de
experimentos y observaciones, convirtiéndose en una teorı́a de gravitación acorde con el principio
de Mach que cumple con muchos de los requerimientos y descripciones de la Teorı́a de la Relati-
vidad General,[1].
Por otra parte en la década de los 80, Rubin et al, encuentran que existen algunos sistemas en los
cuales las leyes gravitacionales no concuerdan con las observaciones, esto se deduce a partir del
estudio de las curvas de rotación, que surgen al generar graficas de velocidad de rotación contra
distancia desde el centro de la galaxia, en esos sistemas. Ya que estas gráficas no decrecen con
la dependencia al inverso al cuadrado de la distancia, que se deduce del Teorema del Virial de
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la teorı́a clásica. Para dar solución a esta discrepancia los astrónomos y fı́sicos crearon algunas
soluciones, una de ellas consiste en considerar una nueva materia llamada Materia Oscura que no
emite radiación en ninguna longitud de onda, a diferencia de la masa bariónica, [2].
Otra alternativa para dar solución a la discrepancia de masas fue propuesta por M. Milgrom, esta
explicación presume una variación de la segunda ley de Newton en sistemas en donde las acele-
raciones son muy pequeñas comparadas con un valor constante denominado a0. Esta propuesta
recibe el nombre de Dinámica de Newton Modificada y es fenomenológicamente consistente en la
explicación de las curvas de rotación galácticas y concuerda con la relación de Tully Fisher, [3],
[4].
A partir de MOND (por las siglas en ingles de Dinámica MOdificada de Newton), y la explica-
ción de ésta a las curvas de rotación se buscó que la modificación fuera más que una explicación
fenomenológica, y se creó una teorı́a de principios basada en un lagrangiano a-cuadrático llamado
AQUAL. Con base en AQUAL se crea una teorı́a llamada TeVes (Tensor, Vector, Escalar) la cual
busca explicar todos los fenómenos cosmológicos.
TeVeS, creada por Jacob Bekenstein en 2004, se crea en una forma capaz de llevar a AQUAL a
una teorı́a relativista que se redujera a MOND en sistemas con velocidades pequeñas comparadas
con la velocidad de la luz, además TeVeS buscó recrear exitosamente los fenómenos cosmológicos
a gran escala (lensing gravitacional, agujeros negros, etc.), pero es necesario que ésta nueva pro-
puesta recree los aciertos que tiene la teorı́a de la relatividad en el Sistema Solar, [5].
Con relación a estas pruebas dentro del Sistema Solar que debe cumplir cualquier teorı́a gravitacio-
nal, el presente trabajo se plantea el siguiente objetivo: Determinar la compatibilidad de la teorı́a
relativista de MOND, con los fenómenos encontrados en el Sistema Solar, tales como corrimientos
de perihelios planetarios y anomalı́as descubiertas en las sondas espaciales Pioneer 10 y 11.
Como objetivos especificos se señalan los siguientes:
? Realizar una descripción del problema de los dos cuerpos con la Dinámica de Newton Mo-
dificada.
? Mostrar la predicción que realiza una teorı́a relativista de MOND en el corrimiento del pla-
neta Mercurio.
El desarrollo de los objetivos especı́ficos se presenta de la siguiente manera: En el primer capı́tulo
se realizará una revisión de las teorı́as precedentes a TeVeS, Teorı́a de Brans Dicke y la anomalı́a
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de las sondas Pioneer 10 y 11 en la cuál se discutira en que consiste la anomalı́a y sus nuevas
explicaciones. Además se describe el problema de los dos cuerpos con un potencial modificado.
En el segundo capı́tulo se trabajaró con la aproximación de campo débil, primero haciendo una
descripción de la Teorı́a de Brans-Dicke y su predicción del corrimiento planetario. En la segunda
parte se realizó la descripción de campo débil de la teorı́a TeVeS, consideraciones, reducción y
finalmente la predicción que ésta realiza del corrimiento planetario y se encontró el valor de corri-
miento del perihelio del planeta Mercurio.
Finalmente, en el capı́tulo tercer, se escribiran las conclusiones del trabajo.
1 Fundamentación
1.1. Antecedentes teóricos
En 1983 Mordehai Milgrom y Jacob Bekenstein crearon una alternativa para explicar las curvas
de rotación y algunas correlaciones entre sistemas galácticos [3]. Esta alternativa realiza una mo-
dificación en la segunda ley de Newton que consiste en introducir un nuevo término en la relación
entre fuerza y aceleración; el término, denominado µ , permite saber en qué régimen especial aplica







donde a0 es una constante con dimensiones de aceleración, su valor oscila entre 2−8×10−8cms−2;
la función µ se evalúa entre dos condiciones máximas: cuando el argumento x 1 la función es
µ(x) = x; y cuando x 1 la función es µ(x) = 1. La ecuación (1.1) es muy exitosa en la ex-
plicación de las curvas de rotación de gran número de galaxias [3]. MOND también satisface la
correlación entre la luminosidad del disco galáctico Lk y la velocidad rotacional v4a (conocida co-
mo la ley de Tully-Fisher Lk ∝ v4a). Sin embargo, MOND no es una teorı́a de primeros principios.
Cuando se trata de resolver sistemas donde están ligados dos cuerpos inmersos uno en el campo
del otro, MOND no conserva el momento (en general no cumple con los principios de conserva-
ción)[6].
Para dar solución a estas inconsistencias, en 1984 Bekenstein y Milgrom [6], reformularon MOND
con base en teorı́as lagrangianas, como una teorı́a gravitacional alternativa a la newtoniana. Esta
teorı́a, denominada AQUAL (por sus siglas en Ingles Aquadratic Lagrangian theory), solucionó los











donde ρ es la densidad de masa, F es una función relacionada con µ y a0 es la constante ya
mencionada. De (1.2) podemos encontrar una ecuación de Poisson modificada [6]:











donde φ es el potencial fı́sico gravitacional (a =−∇φ). La ventaja de llevar (1.3) a un sistema con
simetrı́a (que cumpla condiciones de isotropı́a y homogeneidad), es que se recobran los principios
de conservación y los aciertos observacionales y fenomenológicos obtenidos con MOND.
Al querer llevar esta formulación a una forma relativista se crea RAQUAL (primera forma re-
lativista de AQUAL) que, con base a teorı́as de campos escalares, especialmente Teorı́a de Brans-
Dicke, introduce un campo escalar que junto con la métrica describen sistemas gravitantes. Es-
ta primera versión de 1984 [6], resulta de realizar una modificación de la acción gravitacional y
contemplar una métrica g̃αβ que es conforme a la métrica de Einsten gαβ de la forma
g̃αβ = e
2ψgαβ ,
donde ψ es un campo escalar real.









donde F̃ es una función no conocida y L es una constante con dimensiones de longitud, introdu-
cida para lograr una consistencia dimensional. Al hacer la función F̃(y) = y, Lψ es una densidad
lagrangiana para un campo escalar real pero en general Lψ no contiene términos cuadráticos.
Sin embargo, esta primera aproximación relativista tiene problemas. Uno de ellos aparece al calcu-
lar la velocidad con las cuales las ondas se propagan en el campo ψ (ondas superluminales) ; otro
se encuentra al calcular en las ecuaciones de Einstein el tensor momento-energı́a con el campo ψ ,
pues éste contribuye en una forma muy pequeña al tensor, y ası́ no se pueden ver efectos gravita-
cionales. La aproximación Relativista AQUAL, falla al describir deflexiones de luz en situaciones
donde la Teorı́a de la Relatividad sı́ lo hace [5].
En 1994 J. Bekenstein y R. Sander [7], describen una nueva versión de la teorı́a relativista MOND,
basada en una métrica que presenta un acople entre dos funciones dependientes de la métrica de
Einstein gαβ ; además se considera un campo escalar ψ , donde su forma es
g̃αβ = e
2ψ [A(I)gαβ +L2B(I)ψ,αψ,β ] , (1.5)
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con A y B que son funciones del invariante,
I ≡ L2gαβ ψ,αψ,β . (1.6)
Se busca que la relación (1.5) sea una generalización entre g̃αβ y gαβ , basada en un campo es-
calar que solamente involucre primeras derivadas de ψ; de esta forma se plantea una densidad









donde η es un parámetro real. Este acople entre A y ψ vuelve a AQUAL para η muy pequeño,
pero en general la conexión con teorı́as clásicas de MOND no está clara. Esta nueva formulación
involucra sólo primeras derivadas de ψ , ası́ los problemas superluminares desaparecen en PCG [5].
A pesar de ésto, la teorı́a aún tiene problemas, uno de ellos es que la conexión con AQUAL no
es clara; otro, tal vez el más grave, se encuentra al querer estudiar el Sistema Solar: en donde apa-
rece una diferencia entre los datos observados y el resultado de PCG en la precesión del perihelio
de los planetas (una fuerza anómala genera una precesión extra), pues en el caso de Mercurio la
precesión del perihelio es 0,35% mayor que el valor encontrado con la teorı́a de la relatividad [5].
En el año 2004, Jacob Bekenstein [5] describió la teorı́a gravitacional covariante que busca des-
cribir fenómenos cosmológicos; ésta propuesta debe recrear la fenomenologı́a MOND en sistemas
newtonianos donde la aceleración sea mucho más pequeña que la constante a0. TeVeS quita los
problemas de PCG como la propagación superluminar integrando las ecuaciones de Einstein en la
parte geométrica.
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1.2. Teoŕıa de Brans Dicke
Las teorı́as gravitacionales han intentado involucrar el campo escalar desde la época de Newton,
pero este ha sido un poco esquivo en la introducción de teorı́as de principio, aunque fue una herra-
mienta útil para marcar el camino a la Relatividad General de Einstein.
Las teorı́as tensoriales escalares tienen su origen en los años 60 de la mano de teorı́as de múlti-
ples dimensiones estudiadas por Fierz, Jordan entre otros. Posiblemente una de las teorı́as más
reconocidas en este campo se construyó en 1961 por Brans y Dicke, esta teorı́a de la gravitación
alternativa a la einsteniana incluı́a la existencia de un campo escalar adicional al tensor métrico.
Esta teorı́a involucra un cambio en la acción al agregar el campo escalar y fue introducida por
Jordan-Brans en 1961 a través del principio de Mach.
El filósofo Ersnt Mach fue el primero en atacar de forma constructiva el espacio absoluto de New-
ton, el planteó que la inercia se debe a las aceleraciones con respecto a la distribución de masas del
Universo. Las masas inerciales de las partı́culas se deberı́an a la acción del resto de las partı́culas
del universo, como una interacción en un campo cósmico. Las masas inerciales de las partı́culas se
pueden determinan midiendo la aceleración gravitacional, pero esta teorı́a se realizarı́a con ayuda
de la constante de gravitación Universal G la que deberı́a estar relacionada con el valor del campo
escalar en acople con densidad de masa del Universo.
Aunque en algunas partes de la literatura la Teorı́a de la Relatividad de Einstein no cumple con
el principio de Mach en el sentido que la constante gravitacional G no es dinámica y satisface el
principio de equivalencia fuerte (PEF), en ella se encuentran algunos rasgos de estos principios.
La teorı́a de Brans- Dicke no satisface el principio de equivalencia fuerte y considera la constante
gravitacional una constante dinámica.














En donde se encuentra la acción de la métrica, la acción del campo tensorial y la acción de ma-
teria. En las primeras versiones de la teorı́a, Jordan introdujo el campo escalar en el lagrangiano
de materia, Brans y Dicke no lo hicieron para poder preservar el principio de equivalencia debil

































El primer término es identico al que aparece en las ecuaciones de Einstein, El segundo se anula en
la Relatividad General al integrar sobre la frontera, en esta teorı́a contribuye debido a la presencia
del campo escalar. Escribiendo el escalar de curvatura por componentes


















































































Al trabajar en un sistema de Riemann en el cual los simbolos de christoffel se anulan y sólo





























δgγδ −∂ µ∂δ δgµγ
)
. (1.12)
Puesto que se han omitido las conexiones afines a lo largo del desarrollo, se puede reemplazar las
derivadas covariantes por derivadas ordinarias, por otra parte las variaciones del campo escalar se





























































(DµDνφ −gµνφ) . (1.15)


















































































































Rµµ −2R =−R, (1.19)
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Es decir, el campo escalar sólo depende de la traza del tensor momento-energı́a asociado a la ma-
teria, y por tanto en la distribución espacial de materia, de acuerdo con el principio de Mach.
Las teorı́as escalar-tensor son una alternativa a la Relatividad General, ya que a pesar de ser reali-
zadas en los años 60 han cumplido con todos los requerimientos y test observacionales que cumple
la RG. Entre sus ventajas puden ser destacada la presencia de un parámetro de acople ω que consti-
tuye el lı́mite a bajas energı́as de la teorı́a y el punto de partida para el desarrollo de nuevos acoples
entre teorı́as como la teorı́a de cuerdas o TeVeS.
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1.3. Fundamentos de TeVeS
En busca de llevar a MOND a una verdadera formulación, Jacob Bekenstein, en 2004, [5] crea
una nueva teorı́a conocida como TeVeS (por su siglas en “ingles ”TEnsor VEctor Scalar) que con-
siste en el estudio de tres campos gravitacionales dinámicos: un campo tensorial gαβ , un campo
vectorial Uα y un campo escalar φ con un adicional campo escalar no dinámico σ . Esta teorı́a
también utiliza una función F, una escala de longitud `, dos constantes definidas positivas k, K y
una constante G que en función de las teorı́as Brans-Dicke es dinámica [1]. La métrica fı́sica g̃αβ
se relaciona con la métrica de Einstein gαβ de la forma
g̃αβ = e
−2φ (gαβ +UαUβ)− e2φUαUβ
= e−2φ gαβ −2UαUβ sinh(2φ)
(1.24)
ó
g̃αβ = e2φ gαβ +2UαUβ sinh(2φ) (1.25)
con una bien definida inversa gαβ y un campo 4-vectorial Uµ que cumple
gαβUαUβ =−1. (1.26)
La acción total en TeVeS es la suma de cuatro términos: la acción geométrica Sg que es idéntica
a la acción de Hilbert-Einstein, la del campo escalar Ss, la del campo vectorial Sv y la acción de
materia Sm. Las ecuaciones básicas de TeVeS se encuentran al realizar la variación de la acción
total S con respecto a gαβ , φ , σ y Uα
ECUACIONES BÁSICAS
Para encontrar las ecuaciones de campo de la teorı́a TeVeS, primero se deducirá la inversa a la
métrica, posteriormente se realizará las variaciones de la métrica, del campo escalar y campo vec-
torial, de este modo hallar las ecuaciones de campo descritas por TeVeS.




e−2φ gαβ −2UαUβ sinh(2φ)
)(
e2φ gαβ +2UαUβ sinh(2φ)
)
= gαβ g



































Usando el hecho que UβUβ =−1.
Variación de la métrica fı́sica
La relación de la métrica fı́sica con la métrica de Einstein se escribe a través de:
g̃αβ = e2φ gαβ +2UαUβ sinh(2φ).
Calculando ahora la variación con respecto a g̃αβ , tenemos
δ g̃αβ =
(
2e2φ gαβ −4UαUβ cosh(2φ)
)
δφ + e2φ δgαβ +2Uβ sinh(2φ)δUα
+2Uα sinh(2φ)δUβ ,
(1.28)
dado que Uα = gαµUµ
δUα = Uµδgαµ +gαµδUµ , (1.29)
δUβ = Uµδgµβ +gµβ δUµ . (1.30)
Usando (1.29) y (1.30) en δ g̃αβ
δ g̃αβ =
[
2e2φ gαβ −4UαUβ cosh(2φ)
]









Trabajando con los dos últimos términos de (1.28)








δ g̃αβ = 2sinh(2φ)
[
UβUµδgαµ +gαµUβ δUµ +UαUµδgµβ +gµβUαδUµ
]
14 1 Fundamentación
= sinh(2φ)Uµδgµ(αUβ )+ sinh(2φ)U(αgβ )µδUµ . (1.31)
De esta forma se encuentra
δ g̃αβ =
[
2e2φ gαβ −4UαUβ cosh(2φ)
]
δφ + e2φ δgαβ
+sinh(2φ)Uµδgµ(αUβ )+ sinh(2φ)U(αgβ )µδUµ .
(1.32)
ECUACIONES PARA LA MÉTRICA
La variación para la acción total en TeVeS se encuentra con la suma de las variaciones de las










−2φ (−g)1/2 δ g̃αβ (1.33)
ya que (−g̃)1/2 = e−2φ (−g)1/2.
variación de Ss















Al realizar la variación de Ss con respecto a gαβ tenemos
= σ2
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Reuniendo todas las ecuaciones para escribir las ecuaciones de Einstein con las correciones que







Uµ T̃µ(αUβ )+ ταβ
]
+Θαβ . (1.36)
La ecuación de campo de TeVeS involucra en sı́ misma la acción geométrica de Einstein, ya que, el
lado izquierdo de la ecuación se desarrolla a partir de la métrica de Einstein gµν , por el contrario
al lado derecho aparece la relación de los campos escalares y vectoriales con la métrica fı́sica que
es introducida a través de sus acciones.
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1.4. Anomaĺıa Pioneer
Anomalı́a Pioneer 10 y 11
En marzo de 1972 fue lanzado al espacio el Pioneer 10, para la exploración de los planetas ex-
teriores, después de Júpiter (y para Saturno, el Pioneer 11, lanzado en abril del año siguiente), las
naves espaciales siguieron trayectorias hiperbólicas cercanas al plano de la Eclı́ptica dirigiéndose
a las afueras del Sistema Solar. Esta misión se terminarı́a oficialmente el 31 de Marzo del 1997,
pero se encontró que después de una distancia de 67 UA (1UA = 150 millones de kilómetros) y 30
UA, para el Pioneer 11 los sistemas de señales Doppler reportaron un fallo en los datos [8].
Dichos datos tomados por los laboratorios de la Nasa JPL (Jet Propulsion Laboratory) y DSN
(Deep Space Network) se usaron principalmente para determinar posiciones iniciales, velocidades
y magnitudes de orientación para los Pioneer 10/11. Este análisis se modeló para incluir los efectos
de perturbaciones planetarias, presión de radiación, relatividad general, Bias y Doppler, también
para tener en cuenta todos los movimientos terrestres.
En el año 1980, a una distancia de 20 UA, el laboratorio JPL por medio del programa de análisis
de determinación de órbitas, se encontró una aceleración anómala del Pioneer 10, descrita por el
sistema como una aceleración residual de ap ≈ (8± 3)× 10−8cm/s2 dirigida hacia el Sol. Como
explicación el laboratorio se refirió a una fuerza perturbativa que deberı́a ser descrita en el Bias,
pero los datos no eran concordantes; se dieron diferentes alternativas después de ésta, como daños
internos en las naves o errores en las efemérides planetarias, inclusive se analizaron datos de va-
lores de orientación de la Tierra tales como nutación y precesión, pero ninguna de estás aparentes
soluciones describieron con éxito el valor de dicha aceleración, [8].
Después de algunos estudió de los datos, en 1998 Anderson et al. concluyeron que la anóma-
la aceleración dirigida hacia el sol es de (8,09± 0,20)× 10−8cm/s2 para el Pioneer 10 y de
(8,56± 0,15)× 10−8cm/s2 para el Pioneer 11 y la variación de ap con la distancia tiene una
sensibilidad de 2×10−8cm/s2 sobre un rango de 40 a 60 UA, [9].
Si la anomalı́a Pioneer es de origen gravitacional, se podrı́a pensar que el principio de equivalen-
cia no se cumple en lugares alejados del Sistema Solar, aunque ésto está probado hasta un nivel
de 10−12. Otra consecuencia de esta aceleración anómala ap puede incidir en el movimiento de
cualquier otro objeto que se encuentre en el rango donde se hallaban los Pioneer 10/11 y presentar
una anomalı́a similar [10].
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Figura 1.1 Foto de la NASA 72HC94
Para dar una explicación a la aceleración anómala ap descritas por las sondas se han creado di-
ferentes alternativas, algunas de ellas se enuncian a continuación:
Anderson et al., trabajaron en la posibilidad de utilizar una nueva forma de fı́sica para dar
explicación a este fenómeno, obviamente la primera viene de la Materia Oscura. Para esta
solución serı́a necesaria una cantidad de esta extraña materia mayor a 3×10−4M, pero esto
entrarı́a en contradicción con los datos conocidos en el interior del Sistema Solar. Otra alter-
nativa que menciona Anderson es la realización de un cambio en la gravitación Newtoniana,
adicionando un potencial que corresponda a fuerzas de Yukawa [8].
Anderson (1998) describieron una alternativa en la cual no interpretaban la anomalı́a Pioneer
por efectos gravitacionales sino analizaban la posibles explicaciones que podrı́an brindar las
sondas Ulisses y Voyager 2 [9] .
Jaekel y Reynaud (2005) presentan otra alternativa al realizar una extensión de la métrica de
la Relatividad General que produce una aceleración efectiva en la componente radial de una
partı́cula de prueba.
Brownstein y Moffat (2006) usan un modelo de prueba para encontrar la aceleración anómala
de los Pioneer 10/11, [11].
Iorio y Giudice (2006) presentan una alternativa basada en un cambio en el movimiento
angular de las partı́culas al irse alejando del Sistema Solar [10].
Turyshed et al., (2011). De los datos Doppler enviados desde las sondas Pioneer 10 y 11
construyeron un modelo térmico en donde la causa más probable de la anomalı́a de las Pio-
neer es la emisión anisotrópica de calor a bordo. Esto fue concluido después de revisar la
documentación del proyecto y registros de telemetrı́a. Un resultado que ante la aceleración
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anómala sólo puede alcanzarse mediante la incorporación de la fuerza de retroceso térmica,
calculada en función del tiempo, en el modelo construido a partir de las fuerzas térmicas de
naves espaciales. Al final queda un interrogante, en donde una señal de aceleración anómala
estadı́sticamente significativa podrı́a quedar en los residuos después la fuerza de retroceso
térmica de los datos enviados por los Pioneer 10 y 11. Solución que fue descrita por el mismo
autor al año siguiente en donde, en el artı́culo se concluye que las medidas de las acelera-
ciones anómalas de los Pioneer 10 y 11 se deben a mediciones de intensidad de señal de la
red o caracterı́sticas térmicas de las propias naves. La conclusión principal es: la aceleración
anómala de las naves espaciales es consistente con la fı́sica conocida [12], [13].
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1.5. Dinámica de los dos cuerpos
Para realizar una descripción del Sistema Solar, es importante revisar cómo TeVeS realiza una
dedución de los problemas clásicos de la mecánica, cómo es el problema de los dos cuerpos. Esto
se realizará con base en su formulación variacional clásica AQUAL.
1.5.1. Potencial modificado
En 1984, Bekenstein [6] describió una fórmula efectiva en la cual la relación entre F y a variaba
de su forma clásica. Esto sucederı́a en ciertos casos, el régimen se da por el valor de la constante
a0, en donde, si la aceleración del sistema es mayor a la constante, se trabajarı́a con formulación
newtoniano, pero en los sistemas en donde la aceleración es menor a a0 se considera la ecuación
modificada [14].












en donde G y ρ se describieron anteriormente [14]. En los sistemas en donde ∇φ es mucho menor
que a0, la función µ(x) ≈ 1 y se recobra la ecuación de Poisson de la forma clásica; por otro
lado, cuando se está en el régimen de MOND, el potencial se puede relacionar con la aceleración
del sistema −∇φ = a y la función µ(x) que es una función indeterminada. Para casos con simetrı́a
(esférica, cilı́ndrica o plana) se podrı́a encontrar la función µ(x) como una función de interpolación
[15].







en donde U es un campo externo aplicado al sistema y N es la aceleración newtoniana interna del







mientras que la magnitud de a definida aquı́ como ϕ , difiere de N por una cantidad no más grande
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Para esta aceleración se pueden trabajar varios casos, el de nuestro interés [10]:
U
a0
 1 y U
N
≈ 1, (1.43)














de aquı́ el potencial por unidad de masa, descrito por MOND:
−φ = (GMa0)1/2 lnr (1.44)
que es consistente con la aceleración de una partı́cula de prueba en un campo gravitacional. Se debe
aclarar que este potencial es válido según la Dinámica Modificada en aquellos sistemas donde la
aceleración es mucho más pequeña que la constante a0, [6].
1.5 Dinámica de los dos cuerpos 23
1.5.2. Problema de los dos cuerpos
Se considera un sistema de dos masas puntuales m1 y m2 sometidas a una fuerza derivada de un
potencial φ , que es función del radio vector que une a las dos masas.
Figura 1.3 Ubicación de masas m1 y m2, y su centro de masa R
en donde r = r2− r1 y R es el vector posición centro de masas. La función lagrangiana de este













donde M = m1 +m2
MR−m1r1 = m2 (r1 + r)














































Las coordenadas del centro de masa R son cı́clicas, ası́ éste tiene un movimiento uniforme con
respecto al origen del sistema. De esta forma se puede reubicar el origen en R y r1 = −m2M r,







en donde se reescribe η como la masa reducida de la forma m1m2M , aquı́ se puede ver que el proble-
ma de los dos cuerpos se puede simplificar en un sólo cuerpo con una masa η .
Trabajando con un potencial φ dependiente de r y con lo encontrado anteriormente, podemos
considerar un sistema de una sola masa moviendose por acción de una fuerza central, sin considerar

























Por consideración de la fuerza los vectores r y F son paralelos, de esta forma la derivada del mo-
mento angular es igual a cero, por lo tanto el momento angular es constante, se puede deducir de
esto que el movimiento se encuentra en un plano.
Realizando un cambio de coordenadas a coordenadas polares y derivando.
ṙ = ṙr̂+ rθ̇ θ̂
ṙ2 = ṙ2 + r2θ̇ 2.





ṙ2 + r2θ̇ 2
)
−φ(r). (1.49)













= r2θ̇ , (1.50)















como la derivada es nula se puede asociar con una constante denominada H
r2θ̇ = H.
Podemos relacionar este resultado con algunas consideraciones geométricas. En un intervalo de
tiempo dt el radio vector de la figura barre un área dA dado por:




































Se concluye que la velocidad tangencial es constante, probando que el radio vector barre áreas
iguales en tiempos iguales. De esta forma se puede decir que la conservación del momento angular
total es propio del movimiento de una fuerza central y no depende del potencial. En el caso de
MOND al variar el potencial no afecta el momento angular del sistema, de allı́ que se conserve.
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ṙ2 + r2θ̇ 2
)
− (GMa0)1/2 lnr (1.53)
∂L
∂ r













Entonces, al solucionar para encontrar la integral de movimiento,
r̈− rθ̇ 2 =−(GMa0)
1/2
r












































= 2k lnr+b (1.56)
donde b es una constante de integración.
Ahora se necesita encontrar la ecuación de la trayectoria con el potencial modificado, para ello se
puede realizar una análisis de cómo puede ser la trayectoria descrita por la ecuación anterior. Al
analizar la ecuación anterior y encontrar la integral podemos analizar que esta no es una integral
analı́tica, por lo tanto la única forma de encontrar un valor es realizando una integración numérica.
Antes de realizar la integración se puede averiguar sobre el movimiento en un caso general, con
base a la ecuación de movimiento y los teoremas de conservación. Se conoce que el modulo de la






Analizando el potencial φ(r) y comparandolo con el potencial newtoniano y un potencial r−2.
Figura 1.5 Gráficas V(r) vs r de potenciales
Según el teorema de Bertrand los únicos potenciales que dan curvas cerradas son los potencia-
les dependientes del inverso al cuadrado de la distancia y del inverso de la distancia, por lo tanto
aunque la gráfica del potencial logarı́tmico φ no es tan diferente a la del potencial 1/r, podemos
ya analizar que para nuestro problema la ecuación del movimiento no va a resultar en una forma
cónica.
Se puede concluir que con un potencial modificado según la teorı́a MOND las órbitas descritas
no corresponden a una cónica para la ecuación de posición del problema de los dos cuerpos, al
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considerar la expansión por series de potencias para que el sistema de una ecuación con una órbita
cerrada, aunque esto no serı́a válido para un sistema fı́sico real y más aún para un cuerpo planetario
dentro del Sistema Solar. El problema de MOND al realizar una descripción de la trayectoria
planetaria aún no es descrito y dejado como un problema a tratar de la teorı́a para Bekenstein [17].
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2.1. El principio de equivalencia fuerte
La teorı́a Brans-Dicke y la Relatividad General son teorı́as dinámicas en las cuales las ecuaciones
de campo estan determinadas por las primeras derivadas de los campos, por su parte la Teorı́a de
la Relatividad involucra un solo campo contenido en el tensor métrico y su evolución depende de
las ecuaciones de campo de Einstein. La Teorı́a de Brans-Dicke involucra además de la métrica un
campo escalar el cual adiciona un término correspondiente al campo escalar a las ecuaciones de
campo.
El principio de equivalencia fuerte (PEF) puede expresarse de la siguiente forma: El movimiento
gravitacional de un cuerpo de prueba depende únicamente de su posición inicial en el espacio-
tiempo y no de su constitución o el resultado de cualquier experimento local o gravitacional, en un
laboratorio moviéndose en un sistema de referencia inercial es independiente de la velocidad del
laboratorio y de su localización en el espacio-tiempo.
Ahora, si estamos trabajando con teorı́as alternativas a la relatividad que incluyen campos extras,
las ecuaciones de la métrica estarán influenciadas por estos campos, particularmente en la fronte-
ra lejos del sistema local, por lo tanto el entorno gravitacional en el cual el sistema reside puede
influenciar la métrica interna a través de los efectos que producen los campos gravitacionales au-
xiliares fuera de éste.
Se puede concluir que teorı́as que contengan métricas, campos escalares ó vectoriales, como es
el caso de la Teorı́a de Brans-Dicke o TeVeS, dan lugar a una fı́sica gravitacional que pueden de-
pender de la localización del sistema, pero es independiente de la velocidad del mismo, gracias
a la invarianza de Lorenzt de la métrica de Minkowiski y los campos escalares en los valores de
frontera, salvo que los campos escalares dependen de la localización del sistema. En el caso de la
teorı́a Brans-Dicke la variación del campo escalar depende de la variación de la constante gravita-
cional que para el caso es dinámica. Claramente cualquier teorı́a que incluya más que la métrica en
sus ecuaciones de campo, el principio de equivalencia fuerte es violado, tal es el caso de la teorı́a
Brans-Dicke y la teorı́a TeVeS.
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2.2. Aproximación de campo débil en Teoŕıa de
Brans-Dicke
La Teorı́a de Brans-Dicke plantea un grupo de ecuaciones (1.16) en las cuales los campos están
acoplados, en el lado izquierdo se encuentra la parte geométrica y en el lado derecho la acción de
materia más la acción de campo. Para poder solucionar este conjunto de ecuaciones es necesario re-
ducir el planteamiento y considerar campos estáticos y débiles, y que la velocidad de las partı́culas
sean mucho menores que la velocidad de la luz. De esta forma el tensor métrico puede escribirse
en términos de una métrica minkowskiana más una pequeña aproximación ó perturbación.
gi j = ηi j +hi j,
en donde ηi j es la métrica minkowskiana y hi j es la perturbación. De modo similar se puede escribir
el campo escalar como la suma de dos términos
φ = φ0 +ξ .

























se puede escribir, una solución como






donde T se evalua en un tiempo dado.
Las ecuaciones de campo son trabajadas en forma similar a la de la Relatividad General, introdu-
ciendo una condición que simplifica la ecuación.




σi = γi j,kη
jk.
(2.1)
Trabajando con las ecuaciones de campo para la teorı́a Brans-Dicke (1.16), la ecuación puede ser























Esta ecuación se puede simplificar introduciendo como condicion que pueda ser escrita como
σi = ξ,iφ
−1
0 y la notación
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Ahora con las ecuaciones (2.1) y (2.2) podemos escribir





















Para un punto de masa estacionaria M, esta ecuación se puede escribir en la forma:




















,α = 1,2,3 (2.7)
gi j = 0, i 6= j.
Las soluciones de campo débil son suficientemente exactas para realizar una discusión del corri-
miento del perihelio planetario y deflexión de la luz para esta teorı́a.
2.3. Corrimiento del perihelio del planeta Mercurio en
Teoŕıa de Brans-Dicke
La explicación de la precesión de los astros, especialmente el corrimiento de la órbita del planeta
Mercurio, fue uno de los logros más grandes de la Relatividad General. Su descubrimiento por el
astrónomo francés Urbain Le Verrier, en el siglo XIX, demostró que el movimiento de la órbita
de este planeta no era el predicho por la Ley de la Gravitación Universal y tenı́a una discrepancia
cercana a 43′′ de arco por siglo. Soluciones a estas discrepancia se dieron muchas, inclusive la pre-
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dicción de un nuevo planeta llamado Vulcano que perturbaba la órbita de Mercurio. Con la Teorı́a
de la Relatividad General se dedujo el valor exacto del corrimiento del perihelio del planeta y se
rechazó la existencia de planetas adicionales a los conocidos en el Sistema Solar y condujo a la
corrección que debe hacerse a la Ley de Gravitación Universal newtoniana.
La explicación exitosa de la Relatividad General, limita las nuevas teorı́as, las cuales deben expli-
car con igual o mayor precisión el valor predicho por ésta. A continuación se puede encontrar el
valor de que predice la teorı́a de Brans-Dicke.
Tomando el elemento de lı́nea en coordenadas isotrópicas descrita en la teorı́a Brans-Dicke




dθ 2 + sin2θdϕ2
)]
,
donde α y β son funciones de r. Para w > 32 en donde las soluciones a las ecuaciones se hacen
distintas a la Relatividad General, la solución en el vacı́o y con aproximación de campo débil puede

















dr2 + r2dΩ2, (2.8)







































Para encontrar las ecuaciones de movimiento para órbitas planetarias es necesario trabajar con las
ecuaciones de Euler-Lagrange para las coordenadas r,θ y ϕ






= r2 sinθ cosθϕ̇2,
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2 + r2sin2θϕ̇2. (2.11)
La coordenada θ se puede definir como un valor fijo, para el trabajo especı́fico que se va a realizar,



















= l = constante→ ṫ = l(
1− 2MG0r
) .


















Para simplificar los cálculos, se considera r como una función de ϕ y ésta en función de s,








desde el cual se obtiene:
ṙ = ϕ̇r′⇒ ṙ = h
r2
r′.















































































Haciendo un cambio de variable a r = 1u , en donde implica r
′ = − u′u2 , reemplazando este cambio












































































Por completes del problema podemos definir para el momento lineal una constante fija tendiendo



















Para que la solución de las ecuaciones sean completas y se establezca una conexión con la mécanica
clásica (las cuales son ecuaciones de segundo orden), encontramos una ecuación de segundo orden









































Donde se encuentra una solución para el movimiento circular. Para investigar el resultado de





3MG0u2 representa una pequeña adición a la ecuación clásica, este término se tra-
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se asume una solución de la forma
u(ϕ) = u0(ϕ)+ εv(ϕ)+O(ε2),
sustituyendo en (2.18)
u′′0 + εv




igualando a cero los términos de primer orden, se obtiene
u′′0 +u0 = A. (2.19)
De esta forma encontramos la solución clásica de una órbita:
u0 = A+Bcos(ϕ +δ ) (2.20)
donde B y δ son constantes arbitrarias. Por orientación de los ejes se puede escoger que δ sea igual
a cero, en este caso se obtiene la ecuación de una elipse u0 = A+Bcosϕ .

















Para solucionar esta ecuación, escribiremos v en forma de sumas lineales de soluciones en v,




b + vb =
2Bcosϕ;v′′c + vc =
B2 cos2ϕ
2A , encontrando:










Ası́ la forma de la ecuación no homogénea es:










Combinando las soluciones de orden cero con las de primer orden, se obtiene la solución completa














+ εBϕ sinϕ. (2.25)
Para calcular el corrimiento del perihelio planetario, se utiliza solamente los términos no-periódi-
cos, ya que en ellos son los causantes de las irregularidades en la posición del perihelio. Trabajando
con la identidad trigonométrica cos(ϕ− εϕ) = cosϕ− εϕ sinϕ , la solución puede ser escrita co-
mo:











La base de la forma elı́ptica de una órbita es A+Bcosϕ . El efecto de los últimos términos son in-
troducidos por una pequeña variación periódica de la órbita con relación a la distancia del planeta.
Sin embargo el término εϕ aparece en el argumento del coseno que introduce la no periodicidad
de la órbita, en este caso su efecto ya no es despreciable,
u = A+Bcos(ϕ− εϕ)+términos periódicos de orden ε .
El corrimiento del perihelio de un planeta ocurre cuando r es un mı́nimo o es un máximo, entonces
(ϕ− εϕ) = 2πn,
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ϕ = 2πn(1+ ε)
para n=1
∆ϕ = 2π (1+ ε) . (2.26)
En sı́ mismo 2π es una cantidad periódica, el corrimiento del perihelio por revolución está dada
por









donde encontramos que en la Teorı́a de Brans Dicke se reproduce el mismo valor dado por la
Relatividad General multiplicado por un valor en términos de w, que en la literatura es tomado
como ω ≥ 6. En nuestro caso el valor del corrimiento en el planeta Mercurio se encuentra en
42,6”±0,9s/siglo tomando un valor de ω = 6 .
2.4. Ecuaciones de campo débil en TeVeS
Trabajaremos ahora en sistemas quasi-estáticos de la teorı́a TeVeS, situaciones con potenciales
débiles y movimientos lentos, tales como galaxias, el Sistema Solar y estrellas de neutrones, en
donde sistemas quasi-estáticos significan que podemos despreciar las derivadas temporales en
comparación con las espaciales, de esta forma podemos asumir una métrica gαβ , asintóticamente
plana y |φ |  1
gαβ dx
αdxβ = gttdt2 +gi jdxidx j
y en la cual no hay flujo de energı́a. Las ecuaciones vectoriales y escalares de la teorı́a TeVeS
tienen una gran variedad de soluciones, de las cuales podemos elegir condiciones lı́mites con un
sentido fı́sico en el cual se requiera que φ → φc como condición de frontera en el espacio infinito.
El valor de φ es trabajado desde el modelo cosmológico en el cual el sistema esté descrito.
Ası́ mismo para tener una simetrı́a en el espacio-tiempo, podemos elegir el campo vectorial sola-
mente dependiente de su componente temporal y para no tener direcciones espaciales preferentes
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Uα debe apuntar en dirección del tiempo cosmológico: Uα = δ αt .
Ya que Uα solamente tiene una componente temporal, Uαφ,α = 0 y de forma similar a U
[i,β ];β = 0,
con estas condiciones podemos encontrar cómo son las contribuciones de los campo vectoriales y







































Ahora trabajando con las condiciones de frontera y teniendo en cuenta las tres condiciones: Uα =
δ αt , U
αφ,α = 0 y U
i;β
;β = 0, podemos empezar a trabajar con la variación de la acción del campo



















realizando la aproximación de las componentes del campo vectorial (Uα = δ αt ) llegamos al término
Θαβ ≡−λUαUβ .
Para encontrar cómo contribuye la Θαβ a la ecuación de campo de Einstein, podemos trabajar con
la variación de la acción de campo vectorial
kU[α;β ];β +λU



















solamente la variación del campo queda en términos del multiplicador de Lagrange y el tensor
momento energı́a, del cual podemos decir que sin flujo de energı́a éste no contribuye a la ecuación,
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por lo tanto
λ = 0. (2.30)
Finalmente podemos concluir que la acción del campo vectorial en sistemas casi-estáticos es cero,
de esta forma no hay contribución en la ecuación de campo.















nombrando, para tener una equivalencia con AQUAL kGσ2 = µ , tenemos el aporte del campo



































































−∇µgαδ ∇µ (δgαδ ) .


































El primer término de la integral es una divergencia con respecto al elemento de volumen d4x, por
el teorema de Stokes esta integral contribuye solamente en condiciones de frontera, por efecto este













que es equivalente a la ecuación de Einstein en el vacı́o.











































































































gµνφ − µ̃ ′. (2.40)
Los campos gravitacionales clásicos tienen validez cuando los campos gravitacionales son débiles
y producen velocidades menores a la velocidad de la luz: |φ |  1, |v|  1.
Para hallar una relación entre el campo gravitacional de la teorı́a newtoniana y la ecuación de
acción de la teorı́a TeVeS en campos débiles, se trabaja en el lado izquierdo de la ecuación (2.40),
en la cual podemos aplicar una expansión del tensor métrico gµν , como sigue:
gµν = ηµν +hµν ,
donde |η |  h.
En sistemas donde es débil el campo , uno puede expandir las ecuaciones de campo en potencias
























trabajando con los simbolos de Christoffel con hµν y ηµν en cambio de gµν . De la misma forma
el tensor de Ricci puede linealizarse
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ν ,µα −hαµν ,α −h,µν
)
,
donde h = hαα = η
αβ hαβ .
Ası́ el escalar de curvatura también puede linealizarse
R≡ gµνRµν ≈ ηµνRµν .

































































Esta ecuación puede ser simplificada, se requiere que
h̄µν,ν = 0.
Estas ecuaciones se pueden asociar con cuatro funciones gauges libres ξ α , debemos encontrar
un gauge que cumpla la condición anterior. Se asume un gauge arbitrario tal que h̄pµν (donde p
denota una h̄ anterior) que sea escrito en términos de un nuevo notado con un superindice r, el cual
h̄pµν,ν 6= 0,y se crea uno que
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h̄rµν,ν = h̄
p
µν −ξµ,ν −ξν ,µ +ην,ν ,






se desea que el gauge de h̄rµν,ν = 0, entonces ξ µ es determinado por la ecuación
ξ µ = ξ µ,ν,ν = h̄
pµν
,ν , (2.44)
donde  es el operador DÁlambertiano









Para nuestro problema existe algun ξ µ que tenga cualquier transformación hµν para que corres-
ponda a un gauge de Lorentz.
Pero se encuentra que ξ µ no es único ya que sólo existe un ηµ que satisface la ecuación de onda
ηµ = 0,
entonces,

















µνφ − µ̃. (2.46)
Para el trabajo a desarrollar podemos encontrar la relación existente entre la teorı́a clásica y TeVeS
en campo débil. Cuando los campos gravitacionales son débiles, y producen velocidades menores
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a la velocidad de la luz: |φ |  1, |v|  1.
En estas velocidades se cumple que, para el tensor momento energı́a T̃ αβ , obedece T̃ 00 T̃ 0i
T̃ i j, ası́ en la ecuación (2.46) el término dominante es h̄00, escribiendo el lado izquierdo de la
ecuación

















µνφ − µ̃ (2.47)
De acuerdo a las ecuaciones de campo débil para la teorı́a TeVeS ([5]) la ecuación de Poisson
puede ser escrita
h̄00 =−4V =−4ΞφN , (2.48)
en donde Ξ = 1+ k2 −2φc.





T̃ 00 y existe un término cuadrático para φ,i y uno para el factor µ ′ que puede ser muy pequeño,
ası́ podemos despreciar estos factores y concluir que h̄i j ≈ 0.
Podemos escribir un diferencial de lı́nea de la forma:
gµνdxµdxν =−(1+2Φ)dt2 +(1−2Φ)δi jdxidx j, (2.49)


















escribiendo en coordenadas esféricas, en donde dΩ2 = r2dθ 2 + r2 sin2 dϕ2
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2.5. Corrimiento del perihelio planetario con TeVeS
Un objetivo de este trabajo era encontrar la explicación que realiza la teorı́a TeVeS al corrimiento
del perihelio planetario. Para tal fin se redujo la teorı́a a un problema de campo débil el cual puede
aplicarse a sistemas tales como el Sistema Solar.
















para tener concordancia con AQUAL que es relativamente una ampliación de MOND a bajas
escalas, se trabajó con el campo escalar de la teorı́a clásica.
φ = (a0mG)
1/2 lnr (2.51)
realizando una expansión para (2.51), podemos escribir nuevamente el diferencial de lı́nea corres-


























































2 + sin2 θϕ̇2
)
ds = 0.







y trabajando por compo-
nentes encontramos:
Para θ :






























































ṙ2− r2θ̇ 2 + r2 sin2 θϕ̇2. (2.55)
Para una apropiada orientación se puede elegir un eje fijo en donde θ = π/2 y θ̇ = 0 en algún
punto inicial.









= cte = l⇒ ṫ = l
1+ 2βr
.
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Como en el problema clásico de las órbitas de Kepler, uno puede simplificar las ecuaciones consi-







→ ṙ = r
′h
r2


















realizando una sustitución de la variable r por r = 1u , lo que implica que r
′ =− u′u2 . Reemplazando
en (2.57)








−u2−2βu3 = (u′)2. (2.58)
Para resolver esta ecuación y que tenga una correspondencia con la ecuación clásica de Kepler,
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Resolviendo esta ecuación por el método de perturbaciones, en la cual definimos un A≡ βh2 , y una






u(ϕ) = u0(ϕ)+ εv(ϕ)+O(ε2).
Al ser sustituido en la ecuación diferencial
u′′0 + εv




separando el tipo de soluciones, empezando con el orden cero
u′′0 +u0 = A,
que es la solución de una órbita clásica
u0 = A+Bcos(ϕ +δ ) ,
donde B y δ son constantes arbitrarias, que por orientación de los ejes se pueden hacer δ = 0 y se
obtiene la solución de una elipse:
u0 = A+Bcosϕ. (2.59)
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para solucionar podemos reescribir v en términos de la suma de v = va + vb + vc, donde va,vb y vc
son soluciones a las ecuaciones
v′′a + va = A+
B2
2A
;v′′b + vb = 2Bcosϕ;v
′′















Ası́, las ecuaciones se pueden escribir en forma de solución no homogénea







combinando las soluciones para la órbita de primer orden en ε














+ εBϕ sinϕ. (2.62)
Usando estas soluciones podemos encontrar la predicción del corrimiento del perihelio, ya que
solamente los últimos términos son no periódicos, ya que los corrimientos son irregularidades que
ocurren con el cambio de posición del cuerpo celeste,
cos(ϕ− εϕ) = cosϕ + ε sinϕ
y la solución puede escribirse
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De esta manera se puede hacer una comparación de la forma básica de una elipse con los primeros
términos de la ecuación A+Bcosϕ . El efecto de los últimos términos de la ecuación son los que
realmente producen una pequeña variación en la distancia radial del planeta, acondicionando la
ecuación, nos interesa el término sobrante de la ecuación
u = A+B(cosϕ− εϕ)+ términos periódicos.
El perihelio de un planeta ocurre cuando r es mı́nimo o es máximo, este punto ocurre cuando
ϕ (1− ε) = 2πn
ϕ ≈ 2πn(1+ ε)
para n=1
∆ϕ = 2π (1+ ε) . (2.64)
En sı́ mismo 2π es un movimiento periódico, por lo tanto el corrimiento ocurre cuando












A diferencia de la Relatividad General, TeVeS además del valor de ∆δϕR adiciona términos propios
de la teorı́a en función de a0,k y el valor de φc. Encontrando en la literatura los valores más usados
para k,φc y ao,tenemos que el valor de k es aproximadamente de ±0,003, el valor de a0 es ±1×
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10−10m/s2, [5], [3], [18]. El valor de φc depende del valor cosmológico de la época en cuestión y
varia muy lentamente en el Sistema Solar. Se puede considerar para nuestro cálculo que el valor
de φc es muy pequeña en una era cosmológica en particular, y puede ser muy cercana a 0. Para






















Finalmente se encontró la predicción que realiza la teorı́a TeVeS en la precesión del perihelio




, que nos indica que el valor predi-
cho concuerda con la Teorı́a de la Relatividad más un valor muy pequeño que es agregado como
corrección a la teorı́a.
3 Conclusiones
En el primer capı́tulo se realizó la descripción del problema a tratar, objetivos y lineamientos a
seguir. Se hizo un acercamiento a MOND, describiendo su nacimiento en el año 1983, sus logros
en la descripción de curvas de rotación galácticas, su formulación lagrangiana (AQUAL) y se hizo
una revisión de sus avances teóricos incluyendo el artı́culo de Jacob Bekestein del 2004 [5]. Se
realizó una descripción de la Teorı́a de Brans-, en donde se desarrollaron los criterios básicos de
la teorı́a encontrando su ecuación de campo y la ecuación de onda. Por último, se describió en
qué consiste la anomalı́a Pionner 10/11.
Se explicó cómo se puede obtener un potencial modificado, según los parámetros mejor documen-
tados de la expansión de la función µ (1.39), obteniendo como resultado un potencial logarı́tmico
en r, (ln(r)). Al trabajar con este potencial, en el problema de los dos cuerpos, se encuentra que
las ecuaciones de movimiento no siguen trayectoria definidas o cerradas, lo que está de acuerdo
con el teorema de Bertrand, encontrando que las órbitas descritas por este potencial son espirales
desplazadas hacia valores mayores de r.
En el segundo capı́tulo se realizó una descripción de la Teorı́a de Brans-Dicke en sistemas quasi-
estáticos en donde se encontró cómo esta teorı́a reproduce una métrica esférica, de la cual se
halló el valor que predice la Teorı́a de Brans-Dicke al problema del corrimiento del perihelio pla-
netario, este valor es 4,97× 10−7± 0,08rad/orb, que concuerda con los datos obtenidos en la
Relatividad General.
En la segunda parte del tercer capı́tulo se realizaron las consideraciones correspondientes a un
sistema inmerso en un campo débil, en donde se describió qué argumentos debe tener la teorı́a
TeVeS para la consideración de un sistema en situaciones quasi-estáticas, como en el caso del
campo escalar, cuya condición lı́mite debe tender a φc, además el campo vectorial, por escogencia
de modelo cosmológico se consideró como un δ , dependiente únicamente de la componente tem-
poral Uα = δ αt (sección 3.5). A partir de estas consideraciones iniciales se encontró la ecuación de
campo para la teorı́a TeVeS con un campo débil .
Finalmente, con la ecuación de campo débil de TeVeS, se describió una métrica con la que se
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realizó el proceso de perturbaciones para encontrar la predicción que realiza TeVeS al problema de
la órbita del planeta Mercurio, en el cual se encontró un valor similar al de la Teorı́a de la Relati-
vidad más una cantidad de orden ×10−20. A continuación se presenta una tabla con los valores de
las tres teorı́as; Relatividad General, Brans-Dicke y TeVeS:
TEORı́A DE LA RELATIVIDAD TEORı́A BRANS-DICKE TEORı́A TeVeS
4,97×10−7rad/orb 4,97×10−7 +0,08×10−7rad/orb 4,97×10−7 +3,36×10−20rad/orb
Con la comparación de estos tres datos, y dado que los cálculos de la Teorı́a de la Relatividad de
Einstein tienen muy buena precisión con la observación de la precesión del planeta Mercurio y los
numerosos experimentos que se han realizado para validar la teorı́a desde hace muchos años, los
cuales utilizaron telescopios de radar y métodos numéricos para medir la órbita de Mercurio con
extrema precisión, las teorı́as Brans-Dicke y más aún TeVeS presentan correcciones a la teorı́a de
la Relatividad General con ordenes demasiado pequeños comparados con los datos observaciona-
les encontrados a la fecha. En este sentido podemos esperar las próximas pruebas de la teorı́a de
la Relatividad General, una de ellas se hará con la misión de la BepiColombo a Mercurio. ésta
es la primera misión a Mercurio desde Europa y se pondrá en marcha en 2015 y se espera que
llegue al planeta en enero 2022. Si bien esta misión enviará dos naves espaciales alrededor de la
órbita de Mercurio, principalmente para estudiar muchos aspectos diferentes del planeta, también
llevará a cabo una prueba de RG mediante la observación de su órbita con todo detalle. Esperando
que aquellos estudios generen mayor precisión en la medición del comportamiento de la órbita y
ası́ generar nuevas contribuciones a la fı́sica conocida.
Por último, la anomalı́a de las Pioneer es una observación empı́rica que muestra que las posiciones
entre las sondas espaciales Pioneer 10 y Pioneer 11 difieren ligeramente con respecto a las que
se esperaban de las observaciones. En general y después del artı́culo de Turyshed et al. (2011) se
demostró que según los datos Doppler producidos por las mismas máquinas en los años 80’s, que
mostraban una aceleración extra dirigida hacia el Sol, que tal efecto no era un fenómeno gravita-
cional, sino una alteración de fenómenos térmicos de los sistemas internos de las sondas. De esta
forma las supuestas anomalı́as han sido explicadas con la fı́sica conocida hasta hoy.[12].
Para dar una posible solución desde TeVeS podemos encontra la aceleración descrita por el poten-





y su derivada corresponde a
∇φ =−2β
r2
en donde β =ΞGM+(a0GM)
1/2 de para la sonda Pioneer a 60 UA se encuentra que la aceleración
del sistema es ap = 3,3×10−4cms−2, que es en orden de magnitud más grande que la encontrada
en las sondas. Podemos concluir que para los valores que se considerarón en el trabajo TeVeS falla
al reproducir la aceleración anómala de los Pioneer.
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